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1. Metoda elementéw skonnczonych w zagadnieniach ciepinych

Metoda elementow skonczonych' (MES) jest metoda rozwiazywania réwnan
rozniczkowych, spotykanych w fizyce i technice [1]. Powstanie tej metody jest zwiazane z
rozwiazywaniem zagadnien dotyczacych badan kosmicznych (1950 r.). Po raz pierwszy metoda ta
byta opublikowana w pracy [2]. Pierwsze rozwiazania zagadnien wymiany ciepta, otrzymane za
pomoca MES, opublikowane sa w pracach [3, 4]. Znaczacy wkiad w rozw6j MES wniosty dwa
czynniki — rozw6] maszyn obliczeniowych oraz konieczno$¢ projektowania aparatow
kosmicznych. W chwili obecnej MES jest wykorzystywana praktycznie we wszystkich
dziedzinach nauki. Ponizej zostana przedstawione podstawy tej metody dotyczace zagadnien

cieplnych.

"W literaturze angielskiej — Finite Element Method (FEM)



1.1. Giéwna koncepcja metody elementow skonczonych

Glowna idea MES polega na tym, ze dowolna ciagla warto$¢ (np. temperaturg) mozna
zamieni¢ na model dyskretny. Model ten jest oparty na ograniczonej ilosci weztow, ktore tworza
ograniczong ilo$¢ elementow skonczonych [5].

Algorytm MES mozna przedstawi¢ nastgpujaco:

1. W rozpatrywanym osrodku bierzemy pod uwage ograniczong ilos¢ punktéw. Te punkty
nazywa si¢ wezlami siatki elementow skonczonych.

2. Wartosci temperatury w kazdym wezle definiujemy jako parametr, ktéry musimy
wyznaczy¢.

3. Strefa wyznaczenia temperatury dzieli si¢ na ograniczona ilo$¢ pod-stref, ktore
nazywamy elementami skonczonymi. Elementy maja wspolne wezly i w sumie aproksymuja
ksztatt osrodka.

4. Temperature¢ aproksymuje si¢ na kazdym elemencie za pomoca wielomianu, ktory
wyznaczony jest za pomoca weztowych wartosci temperatury. Dla kazdego elementu wyznaczany
jest wielomian. Wyznacza si¢ go w taki sposob, aby zachowaé warunek ciagtosci temperatury na
granicach elementow.

5. Wezltowe warto$ci temperatury musza by¢ dobrane w taki sposéb, aby zapewnié
najlepsze do rzeczywistego przyblizenie pola temperatury. Taki dobor wykonywany jest za
pomoca minimalizacji funkcjonatu, ktéry odpowiada rézniczkowemu rownaniu przewodzenia
ciepla (réwnanie Furiera). Proces minimalizacji moze by¢ wykonany zaréwno przez minimalizacje
bezposrednia, jak i na podstawie warunku koniecznego ekstremum funkcji. W tym ostatnim
przypadku wyznaczenie temperatur weztowych musi by¢ rozwigzane za pomoca uktadu réwnan
algebraicznych. Liczba takich rownan réowna jest liczbie niewiadomych wartosci wezlowych
temperatury.

Istotnym aspektem MES jest mozliwos¢ wykorzystania typowych elementow skonczonych
dla rozwigzywania konkretnych zagadnien. Daje to mozliwos¢ wyznaczenia wielomianu
aproksymujacego niezaleznie od wzglednego miejsca elementu w ogdlnym modelu i tworzenia
programdw uniwersalnych potrzebnych do rozwiazywania r6znych zagadnien cieplnych.

Wazniejsze zalety MES w pordwnaniu do innych metod sa nastgpujace:

1. Wiasnos$ci materiatu elementow niekoniecznie musza by¢ jednakowe. To daje mozliwos$¢
wykorzystania MES do materialow wielofazowych, jak rowniez do materiatow, ktorych wlasnosci

sa funkcja temperatury.



2. O$rodek o skomplikowanym ksztatlcie moze by¢ aproksymowany z duza
doktadnos$cia za pomoca elementéw krzywoliniowych.

3. Wymiary elementéw moga by¢ objetoSciowo rozne. Mozna dzigki temu uzyskac
powigkszanie lub zmniejszanie wymiaréw elementdow w pewnych strefach rozpatrywanej
objetosci. Taka procedura nazywa si¢ adaptacja siatki elementéw skonczonych. Przyktad generacji
siatki elementéw odpowiadajacych warunkom brzegowym pokazano na rys. 1.

4. Za pomoca MES mozna uwzglgdnia¢ nieliniowe warunki brzegowe.

Rys. 1. Rozwiazanie zagadnienia cieplnego przy wykorzystaniu metody adaptacji siatki elementow

skonczonych.

Wymienione powyzej zalety moga by¢ wykorzystane do opracowania ogdlnego programu
do rozwiazywania zagadnien cieplnych.

Rozpatrujac zalety MES, w poréwnaniu do metody roznic skonczonych (MRS), trzeba
powiedzie¢ o tym, ze nowoczesne badania [6] traktuja MRS jako szczegolny wariant MES z
osobliwym sposobem przedstawienia funkcji aproksymujace;.

Gtowna wada MES polega na konieczno$ci kontroli blgdu numerycznego. Ten btad moze
zaleze¢ od takich parametréw jak: gesto$¢ siatki, zmiana warunkow brzegowych oraz wilasnosci
materialowych, kroku czasowego i innych. Ta wada, jednak, jest wlasciwa dla wszystkich metod
numerycznych. Z drugiej strony, metody analityczne nie zawieraja blgdu numerycznego. Jednak,

w tym przypadku znacznie wigkszy btad moze pojawic sig na etapie sformutowania zadania.



1.2. Dyskretyzacja osrodka. Typy elementéw skonczonych

1.2.1. Ogdlne zasady dyskretyzacji

Gtowna koncepcja MES moze by¢ pokazana na jednowymiarowym przyktadzie

aproksymacji ciagtego pola temperatury w precie (rys.2).

h
t
t(x)
] —— X
0 x=L
a)

Rys.2. Rozklad temperatury (a) w jednowymiarowym precie (b).

Rozpatrzmy ciagly rozktad temperatury t(x) na odcinku OL wzdhiz osi X analizujac pigc
weztowych punktéw na odcinku OL (rys.3)

) ® (] K ) .
! 2 3 4 5 a
*
f
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{
3 t4 t
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Rys.3. Punkty we¢zlowe 1 ewentualne wartosci t(x).



Rozpatrywane punkty (wezty siatki elementow skonczonych) niekoniecznie musza
leze¢ w réwnych odleglosciach jeden od drugiego. Oczywiscie, ilos¢ weztéw moze si¢ zwigkszac.
Wartosci temperatury w danym przypadku znane sa w kazdym wezle. Te wartosci pokazane sa na
rys. 3b i oznaczone jako tj, tp, t3, ta, ts.

Rozdzielenie osrodka OL na elementy mozna wykona¢ na rézne sposoby. Na przyktad
mozna wykorzysta¢ dwa sasiednie wezly. Wtedy otrzymamy cztery elementy (rys. 4,a), lub

rozdzieli¢ osrodek na dwa elementy, z ktorych kazdy zawiera trzy wezty.

t‘l‘
t, 1,
i t,
it
4 %4 ts
a
[ N ] ® & » & »
I 2 2 3 3 4 4 5

Rys. 4. Podzial osrodka na elementy pierwszego (a) i drugiego (b) stopnia.

Wielomian aproksymujacy wyznaczamy na podstawie wartos$ci temperatury w weztach
elementu. W przypadku rozdzielenia rozpatrywanego o$rodka na cztery elementy, kazdy element
zawiera dwa wezly 1 funkcja aproksymujaca bedzie liniowa wzgledem osi X (rys. 5,2).

Inny sposob rozdzielenia osrodka na dwa elementy z 3 weztami powoduje wykorzystanie
wielomianu aproksymujacego drugiego stopnia. W tym przypadku ostatecznym wariantem

aproksymacji bedzie siatka ztozona z dwdéch elementéw skonczonych drugiego stopnia(rys.S,b).



Rys. 5. Aproksymacja pola temperatury przez funkcje liniowa (a) i kwadratowa (b)

Przy opracowaniu dwu- lub trzywymiarowego modelu dyskretnego temperatury glowna
koncepcje MES wykorzystuje si¢ w sposob analogiczny. Funkcje elementow dla zadania

dwuwymiarowego pokazane sa na rys. 6-7.

Rys. 6. Modelowanie pola dwuwymiarowego za pomoca elementow pierwszego stopnia.



Rys. 7. Modelowanie pola dwuwymiarowego za pomoca elementow drugiego stopnia.

W ogélnym przypadku rozktad temperatury nie jest znany. Nalezy zatem wyznaczy¢
warto$ci weztowe temperatury w taki sposob, zeby minimalizowaé funkcjonat odpowiadajacy
rownaniu Furiera oraz warunkom brzegowym.

Przy rozwiazywaniu zagadnien za pomoca MES wykorzystywane sa rozne typy elementow
skonczonych. Ich klasyfikacja moze by¢ wykonana na podstawie typu i stopnia wielomianu
aproksymujacego. Rozpatrywane sa trzy typy elementow: simpleks-, kompleks- i multipleks-
elementy. Simpleks-elementowi odpowiada wielomian, w ktéorym ilos¢ wspolczynnikéw jest

wigksza, anizeli ilo$¢ wspotrzednych przestrzennych. Rozpatrzmy przyktady takich elementow.



1.2.2. Element jednowymiarowy

Jednowymiarowy simpleks-element jest to prosty odcinek o dtugosci L (rys.8). Oznaczmy
wezly literami i, j, oraz odpowiednio wegzlowe wartosci temperatur — przez # 1 . Funkcja
aproksymujaca dla tego elementu ma postac:

t=q; + a,X. (1)

Wspotezynniki a; 1 a, mozna wyznaczy¢ za pomoca warunkoéw w punktach weztowych:

t=t; przy X=X

t=t; przy X=X;.

Te warunki opisuje nastepujacy uktad rownan:

ti=0(1 +a2Xl~ }

tj=a1+a2Xj @)
ktérego rozwiazanie daje:
o WX, X, 3
L
a =" )
L

i X;

J

Rys.8. Rozklad temperatury w jednowymiarowym elemencie liniowym.

Po wprowadzeniu otrzymanych wartosci (3) i (4) do formuty (1) otrzymamy wzor:

tX, —t X\ (t 1,
t = Z— +| -2 X, (5)
L L

ktoéry mozna zapisa¢ w postaci:

t:[Xf_thﬁ(X_ijp. (6)
L L)’
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N, N;
- )
1._ 1._
0 X 0 X

Rys. 9. Wykresy funkcji ksztattu N; (a) i N; (b).

Funkcje liniowe od X we wzorze (6) nazywa si¢ funkcjami ksztaltu. Oznaczymy te funkcje
przez N. Kazda funkcja ksztaltu powinna mie¢ dolny indeks dla identyfikacji wezta, do ktorego
ona nalezy. Dowolna funkcj¢ ksztaltu oznaczymy przez Np. Podstawiajac do wzoru (6) funkcje

ksztattu (7):

N =— iN, = L, (7)

mozna zalezno$¢ (6) zapisa¢ w postaci macierzowe;j:

t=Nt +N;t =[N}, ()
gdzie: [N]= [N N jJ - linia macierzowa, {t}= {;l } - wektor temperatur weztowych.
j

Jak wida¢ z wzorow (7) 1 wykresow na rys. 9, funkcja N, = (X =X )/ L jest robwna jeden w

wezle z numerem i oraz rowna zeru w wezle j. W sposob analogiczny funkcja N, jest rowna jeden
w wezle z numerem j oraz rowna zeru w wezle i. Taka regula wlasciwa jest dla wszystkich funkcji
ksztattu elementow skonczonych dowolnego typu. Z tej reguty wynika, ze suma wszystkich funkcji

ksztaltu elementu skonczonego w dowolnym punkcie jest rowna jednosci:

SN, =1. )
B
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1.2.3. Element dwuwymiarowy

Simpleks-element dwuwymiarowy — jest to trdjkat z trzema weztami dla aproksymacji pola

temperatury.

Ay

=S

qgj

X

=

Rys. 10. Kolejnos$¢ numeracji weztéw w simpleks- elemencie dwuwymiarowym

Rozpatrzmy numeracje¢ weztdw w kierunku przeciwnym do ruchu wskazowek zegara (rys.

10) 1 oznaczymy je jako 1, j, k. Weztowe wartosci funkcji t oznaczymy jako #; ¢ # (rys.11).

ltA ti_ t:a;+0§2X+Q{3Y
I\ f=tN +EN,+EN,

t . ok

jt
X i

Rys. 11. Schemat do wyznaczenia funkcji ksztattu w simpleks- elemencie dwuwymiarowym

Wspotrzedne weztow oznaczymy jako Xi, Xj, Xk, Yi,Yj,Yk. Wowczas wzor do obliczenia t
w elemencie skonczonym ma postac:

t=a; +a, X +a3Y. (10)

Wartosci wspolczynnikow «; a; o3 otrzymamy wychodzac z warunkéw w wezlach

elementu:
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przy X =X, Y=Y, t=t;,,=>t=0; +a,X; +a3Y;

Nastgpnie po rozwiazaniu uktadu réwnan (11) otrzymamy wzory na o, o1 a3 :

o, = 2114[()( Y -X Y)l XkYi_XiYk)tj+(Xin_XjYi)lk]>

1
a, = 2A[(Y Y)’ (v, _Yi)tj+(Yi_Y.i)tk]a (12)
a3—21A (o, —x, b +(x, - x, ), +(x, - x, ), ).

gdzie: A — pole elementu skonczonego, ktore mozna obliczy¢ za pomoca wyznacznika macierzy:

I X, 7
24=]l X, Y, =X Y, +XY,+X,Y,~XY,~XY,~XY, (13)
1 X, Y,

Po wprowadzeniu rownan (11) do wzoru (9) zalezno$¢ moze by¢ zapisana w postaci:
t=t,N,+t,N, +t,N, ={N}" -{t}, (14)
gdzie:

N::i{q+@X+qYL
24

1

N}ziﬁ@+@X+ng (15)
. (a, +b, X +¢,Y)

a,=XY -XY,

b =Y, -Y, , (16)
¢ =X, - X,

a,=X,Y,-XY,

b, =Y, -7, , 7)
¢, =X, - X,

a, =X,Y; - XY,

b, =Y, -Y, : (18)
¢ =X,-X,
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1.2.4. L - Wspétrzedne

Dla elementow trojkatnych czesto jest uzywany tzw. naturalny uktad wspotrzednych (lub

inaczej L — wspotrzedne), ktory wyznaczony jest przez trzy wzgledne wspotrzedne L, L, 1 L,

(rys.12).

Rys.12. Naturalny uktad wspotrzednych dla simpleks- elementu dwuwymiarowego.

Kazda wspotrzedna naturalna stanowi stosunek odlegtosci wybranego punktu elementu do

jednej z jego stron s do wysokosci h (rys.13).

i

Rys. 13. Definicja uktadu wspotrzednych naturalnych.

Wielko§¢ wspotrzgdnej L, zmienia si¢ od zera do jeden 0<L <1. W tych samych
granicach zmieniajg si¢ wspoirzedne L, i L,. Na rys. 14 pokazane sg linie, wzdluz ktérych L, ma
wartos¢ stata. Kazda z tych linii jest rownolegta do tego boku trojkata od ktorego liczymy L, .

L - wspotrzedne punktu B przedstawiaja pola trojkatow, pokazane na rys. 15.
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\ L70,25
LF0,75

Rys. 14. Wartosci wspotrzednej naturalnej L, .

Rys.15. Interpretacja geometryczna L - wspotrzednej punktu B.

Pole trojkata (i,j,k) wyznaczymy wedhug formuty:
bh

A=—. 19
5 (19)

Pole 4, zakreskowanego trojkata Bjk rowne jest:

_bs

4= (20)

Rozpatrzmy stosunek tych pol:
4 s
=2 -r. 21
4o, h @2y
Wige, wspolrzgdna L, przedstawia stosunek pola zakreskowanego trojkata na rys.15 do
pola elementu (trojkata ijk):
A
L =", 22
= 22)

Analogiczne formuly mozna zapisa¢ dla L, 1 L, .

Z warunku A4 + 4, + A, = A, wynika, ze:
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L+L,+L,=1. (23)
Analiza wlasnosci L, L, 1 L, pokazuje, Ze te zmienne ekwiwalenty sa funkcjami ksztattu

trojkatnego simpleks- elementu:

N, =1,
Nj:LZ (24)
N,=1,.

Jak wynika z rys. 14,
L =1wwegzlei
L, =0 w weztach j, k.
Jezeli rozpatrzmy nastgpujace zaleznosci:
x=LX +L,X,+LX,
y=LY,+LY +LY, (25)
I1=L +L,+L,

1 wyznaczymy znich L,, L, i L,, to otrzymamy wzory (15).
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1.2.5. Elementy czworokatne
Na rys.16 a przedstawiono element czworokatny w globalnym uktadzie wspotrzednych XY.
Uktad globalny wygodnie jest przeksztalcic w taki sposob, aby element czworokatny zostat

odwzorowany przez kwadrat o wymiarach 2x2, pokazany na rys. 16 b.

by a, .3
1
-1 0 -
X ® ")
-, 1 2

Rys. 16. Element czworokatny (a) i jego odwzorowanie w lokalnym uktadzie wspotrzednych (b).

Funkcje ksztattu elementu czworokatnego w ukladzie lokalnym mozna okresli¢

nastepujaco:
1
N, = (1=&Mi-n); (26)
1
N, =Z(1+§)(1—77); (27)
1
N, :Z(1+§)(1+;7); (28)
1
Ny = (1=&)t+n). (29)
Transformacja uktadu wspotrzednych okreslona jest rownaniami:
N podes
X= ZNixi =Nx, +N,x, + Nyx; + N,x, 5 (30)
i=1
Nnudc.s
y= zNiyi:N1y1+N2y2+N3y3+N4y4' (1)
i=1

Przeksztalcenie na podstawie wzorow (30) i (31), opartych o funkcje ksztattu tego samego
elementu skonczonego nazywa si¢ przeksztatceniem izoparametrycznym.

Zwiazek migdzy pochodnymi funkcji ksztattu wzgledem & i 7 oraz pochodnymi funkcji

ksztattu wzgledem x 1 y zapisane s rOwnaniami:
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ON, _ 0N, ax  oN, oy
o0& ox 0 oy o&’
ON, _ON, &x 0N, Oy
on ox on Oy on’

(32)

lub, w postaci macierzowe;:
av) o (an,
o8 | _r) ox
ON, =] ON, (> (33)
on oy

gdzie: [J] jest macierza Jacobiego, z ktorej wyznacznik |j|=detJ jest Jakobianem

transformacji uktadu wspotrzednych:

ox Oy

o a¢
J—a_xa_y. (34)
on On

Pochodne funkcji ksztattu wzgledem x 1 y mozna wyznaczy¢ na podstawie rownania (33):

v [V
ox | _ ,) 08
aN. [ =7, [ 63)
oy on
gdzie:
» ¥
-1 1 577 af

(36)
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1.2.6. Catkowanie numeryczne w MES
Calkowanie funkcji w uktadzie &7 prowadzone jest metoda przyblizonej kwadratury

Gaussa, ktorg ilustruje wzor:
1 n n
[[f(.y)axdy = [ [p(g.n)det T dcdn="3"> ww,olé.n, )det s (E.17,). (37)
S -1-1 i=1 j=1
We wzorze (37) w;, w, oraz &7, sa odpowiednio wagami i wspétrzegdnymi punktow

Gaussa. Dla n=2 funkcja (p(g‘,n) jest rozwijana w wielomian drugiego stopnia, a wagi i

wspotrzedne punktow Gaussa wynosza (rys.17):

w,=w, =1,

1
51 =1 =$z057735,
£ =1, = ~—0.57735
2 2 ﬁ . .

r S L
1
e
1
= &
O e
1 2

Rys. 17. Wspotrzedne punktow Gaussa calkowania numerycznego elementu czworokatnego, a — w

uktadzie lokalnym, b — w uktadzie globalnym.
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1.2.7. Ogodlne wiasciwosci funkcji ksztaltu

Zardéwno funkcje ksztattu, otrzymane powyzej dla dwodch typoéw elementow, jak i funkcje

ksztattu dowolnego elementu skonczonego maja nastgpujace wspolne wiasnosci:

1. Suma funkcji ksztattu elementu w jego dowolnym punkcie rowna jest jeden.

Dla elementu jednowymiarowego te¢ wlasciwo$¢ mozna przedstawi¢ w postaci ogolnej:

X,-X Xx-Xx, X,-X, [
+ 1 — J —

L L L L

Nl.+N].=

Otrzymany wynik nie zalezy od X, dlatego ten warunek speliony jest dla wszystkich

punktéw elementu.

2. Dowolna funkcja ksztattu jest rowna jeden w odpowiednim jej wezle i rowna zeru w

pozostalych wezlach tego elementu.

Dla elementu jednowymiarowego ta wilasno$é jest oczywista. Na przyktad, dla wezta i

X;-X _X;-X L

mamy N, = ~=1

L L L

3. Na granicach pomigdzy elementami funkcje ksztattu sa ciagte.



1.2.8. Zadania praktyczne

Zadanie 1. Okresli¢ wartos¢ temperatury w zadanym punkcie b (rys.18).

t; t, t X
& & & =
3 b 7

Rys. 18. Schemat do zadania 1.

t;=110°C, ;=230 °C, X, =4 mm
Rozwiazanie:

Obliczenie funkcji ksztaltu w punkcie b:
ve - X=X 74

W = = =0.75;
X, -X, 7-3

N0 X m X 4-3

® - =0.25.
X, -X, 7-3

Kontrola warto$ci funkcji ksztattu:
N,+N,=075+025=1.

Wartos$¢ temperatury w punkcie b:

t,=t,N, +1,N, =110-0.75+230-0.25 = 82.5+57.5 =140 °C



Zadanie 2. Okresli¢ wartos¢ temperatury w zadanym punkcie b (rys.19).

t. =400 °C
X;=0m
Y,=0m
£ t =340°C
Xj=4m
Y;=05m
t, =460 °C
X,=2m
Yk=5m
Xg=2m
g Yy=1.5m
! tg =7
j * BOGy)
X 7%
Rys. 19. Schemat do zadania 2.
Rozwiazanie:
Obliczenie wspotczynnikow formut (16-18)
a,=XY, -X,Y,=4-5-2-05=19;
b,=Y,-Y, =05-5=-45;
¢, =X, -X,=2-4=-2;
a, =X Y, -XY =2-0-0-5=0;
b,=Y, -Y, =5-0=5;
c,=X,-X,=0-2=-2
a,=XY, -X,¥,=0-05-4-0=0;
b,=Y,-Y,=0-05=-0.5;
¢ =X,-X,=4-0=4.
Obliczenie wyznacznika 2A (13):
1oX, Y,
24=1 X, Y,|=X Y, +X )Y, +X, Y -XY-X Y, -XY =19
1 X, Y,

Obliczenie funkcji ksztaltu w punkcie b:

N, =L(al. +bl.X+cl.Y)=l;
24 19

1

21



1 7
N. :ﬂ(aj—'_ij—'_ch):E;

J
1 5
N, =—/(a, +bX +c,Y)=—.
k 2A(k k k) 19

Kontrola wartosci funkcji ksztaltu:

N,.+N.+Nk=l+l+i= .
/ 19 19 19

Warto$¢ temperatury w punkcie b:

ty =t.N" +t, N +1,N'" = %400 + %340 +%

460 =394 °C.

22
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Zadanie 3. Okresli¢c wartos¢ pierwszych pochodnych temperatury w elemencie

skonczonym (rys.20).

t. =20°C,
X;=5m,
Y, =3m,
t =20°C,
Xj=5m,
Yj=0m,
0
t, =25°C,
X, =10m,
Y, =2m
ot
S ox
ot

Oy

t

?

Sy

?

s

X J/

Rys. 20. Schemat do zadania 3.

Rozwiazanie:

Wykorzystujemy formuty (14) i (15) dla aproksymacji temperatury t przez funkcje ksztattu:

t=t;N,+t,N, +t,N,, (26)
N, = l(a,. +b X +cY), (27)
24
N, == (a,+b,x +c,Y), (28)
24
1
N, = ﬂ(ak +h X +cY). (29)

Rézniczkowanie formuty (26-29) wzgledem x i y daje:

ot  ON, ON, ON,
— =ttt +1,
Ox ox 7 ox Ox

o N, Ny AN 1

—L +t tc +t.c.+t.c,). 31
ay tay ]ay kay All JoJ kk) ()

1
= ﬂ(tibl. +1b,+1,b,), (30)

Obliczenie wspotczynnikow formut (30-31):
b, =Y, =Y, =3-0=3;
¢ =X,-X,=5-5=0;



Obliczenie wyznacznika 2A (13):

1 X, Y,
2= X, Y, |=X Y, +XY,+X Y, -X)Y -X,Y -X7Y =15
1 X, Y,
Obliczenie pochodnych:

@_L th.+t.b. +t b =L 20-(-2)+20-7+25-3)=5.833,
i J7J k~k 30

o 24

O e vt e, +1,0,)= 310(20-(— 5)+20-(=5)+25-0)=—6.667.

171

oy 24

24



Zadanie 4. Obliczy¢ wartosé funkcji ksztaltu w punkcie B i weztach elementu

(rys.21).

by

-

Rys. 21. Schemat do zadania 4

X;=0m
Y, =0m
X;=4m
Y;=05m
X,=2m
Yk=5m
Xg=2m
Yp=1.5m

Nj, Nj, N - ?
w punkcie b
weztach elementu

i

Rozwiazanie:

Obliczenie wspotczynnikow formut (15)
a,=XY, -X,Y,=4-5-2-05=19;
b,=Y,-Y,=05-5=-45;

¢, =X, -X,=2-4=-12

a,=X,Y,-XY,=2-0-0-5=0;
b,=Y,-Y,=5-0=5;

¢, =X, - X, =0-2=-2;
a,=XY -X;¥Y,=0-05-4-0=0;

b, =Y, -Y, =0-05=-0.5;

¢ =X,-X,=4-0=4.

Obliczenie wyznacznika 2A (13):
1 X, Y,

1 1

24=] X, Y|=XY +XY +XY,-XY-XY -XY, =19.

1 X, 7,

Obliczenie funkcji ksztaltu w punkcie b:

1

N, :i(a[ +bl.X+cl.Y):l;
24 19

1 7
N, :ﬂ(a,/ +b.iX+c.iY):E;

J

25



i(ak +h X +cY)="

N, =
24

Obliczenie funkcji ksztaltu w weztach elementu.
Wezel i.

X=X;=0m;

Y=Y,=0m;

1

N, =i(ai +biX+ciY)=i(l9—4.5X—2Y)=1;
24 19

J

1 1
N, :ﬁ(aj+ij+ch)=E(o+5-X—2-Y)=0;

N, = l(ak+bX+ck Y)= 119(0 0.5-X+4-Y)=0.

2A4
Wezet ;.
X=Xj =4 m;
Y=Y;=0.5m;

N, = (4, +b X +c¥)= - (19-4.5X ~2Y)=0;
24 19

1 1
N, :ﬂ(aj+ij+ch)=E(0+5-X—2-Y)=1;

J

N, = ! —(a, +b, X +¢,Y)= 119(0 0.5-X+4-Y)=0.

24
Wezel k.
X=X,=2m;
Y=Yk=5m;

N = (4 +b X +c¥)=(19-4.5% —27)=0;
24 19

I 1
N, :a(aj+ij+ch)=5(0+5.)(—2.¥)=0;

J

1
N, = 2A(a,ﬂub)uck) 19(o 05-X+4-Y)=1.

26
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Zadanie 5.
Okresli¢ wspotrzedne zadanego punktu b w uktadzie wspotrzednych xy (rys. 22).

X1=1m
YiI=1m
X2=3m
Y2=1m
X3=4m
Y3=4m
X4=05m
= |Y4=4m
& £B=0.5

Rys.22. Schemat do zadania 5 nB=0.5
XB, YB="?

N = =g-n)=

P

3
1+0501-0.5)=—;
(+05)1-05)=

P

N, = (1+6E)(1_77):

N

N3=1(1+§)(1+77)=(1+0.5)(1+0.5)=196;

—_

N
N

1 1 3.
N, :2(1—5)(1“7):Z(1—0.5)(1+0.5)=E,

N, +N,+N,+N, :116+136+196+136:1'

N sodes 1 3 9 3
Xp = ;Nixi = Nx, +N,x, + Nyx; + Nyx, Zgl+£3+g4+go.5 =2.59375;

ex 1 3 9 3
Vg = ;N,.yl. =Ny Ny, + Ny + Ny, =£1+E1+£4+E4=3.25.
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1.3. Symulacja stacjonarnych proceséw cieplnych
za pomoca MES
1.3.1. Ogodlne zasady

Zjawiska cieplne zachodzace w stanie ustalonym opisuje réwnanie Furiera w postaci:
@[kx (z‘)atj N AL +a(kz (t)‘ﬂ +0=0, (32)
ox ox) oy\ " oy) oz 0z
gdzie: k_ (t), k, (t), k. (t) anizotropowe wspotczynniki przewodzenia ciepta (W/mK) w zaleznosci
od temperatury t (K), Q — predkos$¢ generowania ciepta (W/m3 ).

Zadanie rozwiazania réwnania (32) sprowadza si¢ do poszukiwania minimum takiego
funkcjonatu, dla ktérego rownanie (32) jest rownaniem Eulera. Wedlug rachunku wariacyjnego
funkcjonat taki bedzie miat postac:

J= [;[kx(t)(sfc} +ky(f)[2;j +kz<t>(2;j —zgz} dv . (33)

14

Dla materiatow izotropowych k (t)=k y (t)=k.(t)= k(t) otrzymamy:

a HEREREI

Funkcja t(x,y,z) musi spelia¢ okreslone warunki brzegowe na powierzchni metalu.
Mozliwe sa trzy typy warunkow brzegowych:

- na powierzchni metalu zadana jest temperatura t;

- na powierzchni metalu zadany jest strumien cieplny q wedtug prawa konwekcji:

ot ot ot
k| —a. +—a, +— =a, (t—t ), 35
()(ax ax ay ay aZ az} l»onw( oo) ( )

gdzie: a_, a_, a, - cosinusy kierunkowe wektora normalnego do powierzchni, 7, - temperatura

X

medium otaczajacego rozwazany osrodek, o, - wspolczynnik konwekcyjnej wymiany ciepta

W/m? K);
(
- na powierzchni metalu zadany jest strumien cieplny ¢ wedtug prawa wymiany radiacyjne;j:
ot ot ot
k) —a +—a +—a. |=0c_,\t*-t}), 36
()(ax X ay ¥ aZ z] md( oo) ( )

gdzie: o, , - wspdtezynnik wymiany ciepta przez radiacje (W/m°K?).

rad

Przy kombinacji dwoch ostatnich warunkow moze by¢ uzyte prawo konwekcji:
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k(t)(atax +@ay +atazj = a(t—tw)
Ox

oy 0z
(37)
z efektywnym wspotczynnikiem wymiany ciepta o , ktdry mozna wyznaczy¢ wedtug iteracyjnej
formuty:
a=a,,, +0,, (t2 +tiXt+tw). (38)

Czton a(tw —t) dotyczy wymiany ciepta z otoczeniem, a wspolczynnik o przyjmowany
jest stosownie do istniejacych warunkéw. Mozliwa jest wymiana ciepta z gazem, powietrzem lub
medium chtodzacym na powierzchniach swobodnych.

Bezposrednie wprowadzenie warunkow brzegowych do funkcjonatu (34) nie jest mozliwe.

W praktyce narzuca sig ten warunek poprzez dodanie do funkcjonatu (34) catki w postaci:

j%(t—tw)zdS+J.qtdS, (39)

N
gdzie: S — powierzchnia na ktérej zadane sa warunki brzegowe.

W rezultacie otrzymujemy:

2 2 2
J=] k@) (8’) s +[atj — 0t dV+Ig(t—tm)2dS+IqtdS. (40)
1 2 (\ox oy oz < 2 <
Dyskretyzacja przedstawionego problemu polega na podzieleniu rozpatrywanej strefy na

elementy i1 przedstawieniu temperatury wewnatrz elementu jako funkcji wartosci wezlowych

zgodnie z zaleznoscia:
(=3 N = (N ). (41)
i=1

gdzie: {t} - wektor wartosci weztowych temperatury, {N } - wektor funkcji ksztattu.

Wprowadzajac zalezno$¢ (41) do funkcjonatu (40) otrzymamy:

o k0 ({@;N}}{}] [{ag;}}{}} [{@;N}}{}J ol
" !Z({N}T -1, fds+ !q{N}T {t)ds.

Minimalizacja funkcjonatu (42) sprowadza si¢ do obliczenia pochodnych czastkowych tego
funkcjonatu wzgledem wartoSci weztowych temperatury, co w rezultacie prowadzi do

nastgpujacego uktadu rownan:
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D

YT Y o

" :[a({N}T (=t N}ds + z[q{N}dS.

(43)

Uktad réwnan (43) zapisany w postaci macierzowej ma postac:

[t} + {P}=0. (44)

W réwnaniu (44) macierze [H ] i {P} opisane sa nastgpujacymi zalezno$ciami:

-l RPN R e,

+ [a{N}{N} ds,

{P}=—[a{N}t.ds - [oiN}ar. (46)

Minimalizacja funkcjonatu (42) moze by¢ rowniez wykonana przez bezposredni dobor

weztowych wartosci temperatury.
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1.3.2. Zagadnienie @ wyznaczania ustalonego pola
temperatury w precie
Rozpatrzmy proces ustalonego przewodnictwa ciepta w precie. Przypusémy, ze wymiana
ciepla bedzie odbywata si¢ tylko przez dwa konce tego preta (rys.23). Do zamocowanego konca
preta podawany jest strumien ciepta g. Na wolnym koncu preta zachodzi wymiana ciepta przez

konwekcje. Wspodtczynnik konwekcyjnej wymiany ciepta rowny jest o, temperatura otoczenia -

teo.
T (1 Tos 2) T3
LD @
Rys.23. Schemat do zadania Rys. 24. Schemat obliczeniowy preta i jego podziat
wyznaczenia pola temperatury w na dwa elementy skonczone
precie
Dhugo$¢ preta rowna jest L. Rozpatrzmy rownanie rézniczkowe Furiera dla przypadku
jednowymiarowego:
d’t
k——=0 47
dx2 s ( )
przy warunkach brzegowych:
dt
k——+q=0 przy x=0; 48
dx » przy x=0; (48)
dT
ka"‘a(t_too):o,przy x=L. (49)

Strumien ciepla ¢ jest dodatni, jezeli ciepto odprowadzane jest od preta.

Funkcjonat (42) dla rozpatrywanego przypadku mozna zapisach w sposéb nastepujacy:

2
JZJJ;(ZZJ @+ [lar+sa-1ks. (50)

14
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Rozpatrzmy proces minimalizacji funkcjonatu (50). Rozdzielimy pret na dwa
elementy skonczone z weztami 1, 2, 3 (rys.24). Wowcezas weztowe wartosci temperatury ¢, -, £3 sa

niewiadomymi. Temperatura wewnatrz elementow zdefiniowana jest nastgpujacymi wzorami:
1 1
t(l):Nl( )t1+N§ )tza (51)
(9 =N+ NG (52)

gdzie: V; — funkcje ksztattu odpowiednich elementoéw, ktore mozna obliczy¢ wedtug wzorow:

NO =22 TX po YT

1 L1 ,iv2 Ll , (53)

X, — X X—X

N® =3 (2) _ 2

2 L2 , V3 L2 54)
Rozpatrzmy catki funkcjonatu (50):
qu(x)dS =qh4, (55)
S

(04 : 0!A3 2 2
Jz[f(X) —t,]ds = (3 - tyt, +12), (56)

S5
gdzie: A,, A, - pole przekroju preta w weztach 11 3.

Obliczamy catki objetosciowe w funkcjonatu (50). W tym celu wyznaczamy pochodna

temperatury wzgledem X:

dtV (=, +1,)

de IO , (57)
dt'? (=1, +1,)

e L? e
Uwzgledniajac, ze dV=4?dX i po przeksztalceniach algebraicznych otrzymujemy:

2

k( dt kD 4D k3 4P
I— — | dV =———— (1, +1,) +——— (1, +1;)" (59)
) 2\ dx 2L, 2L,

Wspotezynnik przewodnictwa ciepta k moze by¢ rozny dla kazdego elementu.
Sumujemy wzory (55-56) oraz (59) i otrzymujemy funkcjonat (50) w postaci funkcji

weztowych wartosci temperatury:
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J :%(tlz _2t1t2 +t22)+%2)(t22 _2t2t3 +t32)+

qA1t1+23(t32—2t3too+ti) ’ (60)
gdzie
4D 50
M
¢ = 70
o APEKD 61)
¢ = @

Mozna rozwazy¢ dwa warianty: minimalizacja bezposrednia funkcji (60) przez dobor
odpowiednich weztowych wartos$ci temperatury lub wykorzystanie warunku ekstremum funkcji.
Ostatnia metoda wymaga rdézniczkowania wzoru (60) wzglegdem wezlowych zmiennych i
przyrownania pochodnych do zera. W wyniku tego, otrzymujemy tyle rownan, ile mamy

niewiadomych. Rozpatrzmy otrzymany uktad réwnan:

OF e Z W g =0
ot,
9 ey (CM )y~ =0k (62)
ot,
oJ _ —C P, + (C(z) + aA)t3 —adt, =0
ot,
Uklad zapisujemy w postaci macierzowej:
c® -cV 0 Ll [-a4
—c (e c®)  —c® P t=] o L (63)
0 —c® (P ra)||ty] |,
lub
[ fiej+ Py =0, (6%

gdzie: [H ] - macierz wspotczynnikow uktadu rownan (63); {t} - wektor niewiadomych —
weztowych wartosci temperatury; {P} - wektor prawej czesci uktadu rownan (63).

Nalezy zwroci¢ uwage na fakt, ze otrzymana macierz wspotczynnikow uktadu rownan jest

symetryczna oraz ze jest typu pasmowego.



1.3.3. Zadania praktyczne

Zadanie 5. Obliczy¢ warto$¢ temperatury w weztach siatki elementow skonczonych.

Przyjmujemy nastgpujace dane wyjsciowe:

k=75 W/mK, o=10 W/m’K, A=Im’,

L=75m, L;=3.75m, L,=3.75 m, g=-150 W/m?, 7.=40 °C
Rozwiazanie:

Obliczenie wspotczynnikow uktadu réwnan (63)

;o AYKD Im? 750

mK

IV 3.75m

c =20% =W,

=[S

oA, :10%-1m2 =10W ;

aA3tw=10m12-1m2-40 ‘c=10w"C.

Stad, otrzymamy nastepujacy uktad rownan:
20 =20 0 || 150
-20 40 -204%4=4 0
0 =20 30 || 400

Po jego rozwiazaniu wzgledem t otrzymamy t={70, 62.5 , 55}.

34
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1.4. Symulacja niestacjonarnych proceséw cieplnych za

pomoca MES

1.4.1. Ogdlne zasady

Uwzglednienie czasu mozliwe jest za pomoca metody wazonych residuum [7]. Rownanie

Furiera dla procesu niestacjonarnego ma postac:

0 ot) 0 ot) 0 ot Ot
ax[kx (f)axj + ay[ky (f)ay] + az[kz (f)azj + (Q - Ceﬁ-/?arj =0 (65)

gdzie: p - gesto$¢ metalu, ¢, - efektywne ciepto wlasciwe.

W okreslonej chwili czasu pochodne temperatury moga by¢ traktowane jako funkcje tylko
wspotrzednych x,y,z. Wtedy rozwigzanie rownania (65) jest prowadzone analogicznie jak dla
procesu stacjonarnego, przyjmujac cate wyrazenie w ostaniem (65) nawiasie jako parametr Q. W

wyniku rozwiazania otrzymamy:
[} +[C1- )+ Py =0 (66)
gdzie: [C]= J.{N}pceﬁ, (N} av.

W ogélnym przypadku wartosci temperatury w weztach {t} zaleza od czasu. Przyjmujac, ze
wektor {to} reprezentuje temperatury wezlowe w chwili 7 =0, to w przedziale czasu A7t wektor
ten bedzie wyznaczony rOwnaniem:

{t}:{No’Nl}{to}- (67)

W réwnaniu (67) {N 0} i {N 1} sa funkcjami ksztattu zaleznymi od czasu. Przyjmujac, ze dla
matych przedziatow Az zalezno$¢ temperatur weztowych od czasu jest liniowa, funkcje ksztattu
przyjma postac:

_Ar-1 T

N, = , Ny=—.
AT AT

(68)

Uwzgledniajac zalezno$¢ (68), pochodne temperatury wzgledem czasu mozna przedstawic

nastgpujaco:

- -l
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Poniewaz wektor temperatur wezlowych {to} jest znany, dla przeprowadzenia

catkowania rownania (66) wzgledem czasu nalezy wprowadzi¢ tylko jedna wazona residualna

zgodnie z zaleznoscia:
% ¢ )] foN, ov ) [{e)
— |H N,, N c{—2,—L Pildr=0. 69
lm{[ el Sy e ()
Wprowadzajac funkcje ksztattu N, i N, do tego rownania otrzymamy:

[ e ) St oo, oo

OE AT E AT

i po przeksztalceniach:
(2l 2 [l I)- e3P} -o. @

Wyrazenie (71) jest uktadem liniowych rownan algebraicznych pozwalajacych obliczy¢

wartos$ci temperatur weztowych {tl} po czasie At przy zadanych temperaturach {to} w chwili

7=0.
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1.4.2. Zagadnienie wyznaczania nieustalonego pola
temperatury we wsadzie o przekroju okragtym

Rozpatrzmy proces nieustalonego przewodnictwa ciepta we wsadzie o przekroju okraglym
(rys.25). Przypusémy, ze wymiana ciepla bedzie odbywata si¢ w sposdb osiowo-symetryczny
(Rys.26).

[1114 909750

[1126.29132
[ii37674198
[1749.0563%6
[1760438593
[i171 820801
[1194,585205

Rys. 25. Pole temperaturowe we wsadzie o przekroju okragltym.

dhy
.

Rys. 26. Schemat obliczeniowy do wyznaczenia nicustalonego pola temperatury we

wsadzie o przekroju okragtym.

Na granicy przekroju poprzecznego kesa zachodzi wymiana ciepta przez konwekcje.
Wspdtezynnik konwekcyjnej wymiany ciepta rowny jest « , temperatura otoczenia - ¢ Zadanie to
rozpatrzmy w cylindrycznym uktadzie wspolrzednych (rys.23).

Funkcjonat (42) dla rozpatrywanego przypadku mozna zapisa¢ w sposob nastepujacy:

k(dtY
s=[4( ] av -0y + [raw-ryas. )
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Rozpatrzmy proces minimalizacji funkcjonatu (72) dla jednego wybranego

elementu (rys. 23). Temperatura wewnatrz elementdw zdefiniowana jest nastgpnym wzorem:

2 r,—r r—r
1= Nit, =N, +N,yt, =21+ L1,
= Ar Ar

(73)

gdzie: Ar =r, —r,, N; — funkcja ksztaltu weztow, ¢, i t; — temperatury w weztach rozpatrywanego
elementu.
Wyznaczymy pochodna temperatury wzgledem r:
ot =8N1 t1+6N2 ‘) _hL-t . (74)
or or or Ar

Obliczymy calki objgtosciowe funkcjonatu (72). W tym celu wyznaczymy parametry

catkowania:
dV = 2mlLdr, (75)
[ds =27, L, (76)
N

gdzie: L — dlugos¢ wsadu, 7y, — promien wsadu (rys.23).

Obliczenie pierwszej catki we wzorze (72) wykonamy w sposdb nastgpujacy:

2 ) Mot 2 ) _ 2 _ 2 p
Ik[dtj gV = j’;(z ON; zij 2mldr =1L | k(sz”j rdr =;sz(’2Atl] S (r,w, detJ), (77)

7 2\dx = or r r =

gdzie: det/ — wyznacznik macierzy Jacobiego, ktory jest Jakobianem transformacji uktadu
wspolrzednych, w — wspotczynniki wagi w punktach catkowania Gaussa 7, (rys.27).

Nalezy zaznaczy¢, ze w rozpatrywanym przypadku mozna byto wyznaczy¢ catki we wzorze
(72) za pomoca metody analitycznej. Jednak, dla bardziej skomplikowanych elementow nie jest to
mozliwe, wigc wykorzystujemy metodg catkowania numerycznego.

Dla rozpatrywanego przypadku (jednowymiarowego) transformacja wyznaczona jest
nastgpujacym wzorem:

r:nﬁN,r,. =N, + N, 7, :;(l—f)rl +;(1+§)r2, (78)
gdzie: £ - wspotrzedna lokalna, a warto$¢ wyznacznika macierzy Jacobiego okreslona jest
nastgpujacym wzorem:
dr} _ON, 0N, _r-r _Ar

detJ =det| — n o+ r, = =—. (79)
d& o0& o0& 2 2

We wzorze (79) funkcje ksztattu elementu zapisane sa w uktadzie lokalnym (rys.27).
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Rys. 27. Wybrany element skonczony w uktadach lokalnym (a) i globalnym (b).

5
N O
P

Po wprowadzeniu formuty (79) do wzoru (77) otrzymamy:
=1\ & Ar(t,—1,) &
ALkl 2—1 1 > w, detJ)=alk = 21| Y (rw ). 80
(A]Z( ) Z(Arj;(”) (30)
Warto$¢ wspotczynnika Q we wzorze (72) mozna wyznaczy¢ nastgpujaco:

dt
Q:Cch’ (81)
T

gdzie: p - gesto$¢ metalu, ¢ - ciepto wlasciwe.

Po wprowadzeniu formuty (81) 1 (73) do odpowiedniej czesci wzoru (77) otrzymamy:

dt 27mcpL &
[our = cp 1V = ch SNyt + Noty = Nytyg = Nyt Nty + Not, I, w, Ar =
4 14 p=l1
(82)
2 L np
_ Zp ARy (Ve + N1, Y = (Nt + Nty XNot, + Noty) W,
p=l1

gdzie: At - przyrost czasu.

Calka po polu kontaktu metalu ze srodowiskiem moze by¢ zapisana w sposéb nastgpujacy:

[ta(t-t,)dS =zir,alt, -, ). (83)

N

Po podstawieniu wzorow (80), (82) oraz (83) do funkcjonatu (72) dla wybranego elementu

e otrzymamy:

2
t i P
J, =7rLk£ 2 ~h (r w )+
20 Aar )P0

) L n,

_ ”Cf AI’Z[(lel + N,t, )2 _(Nltlo + N,y XNltl +N2t2) Wyt
p=1

+ 7lr a(t2 —lw)Z,

max

lub po przeksztatceniu:
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Ar(t,—1) &
J, =k 2T S (rw )+
20 Ar ) 50!

_2Py, Z[Nt + Nyt I =Nyt + Nyt SN, +N2r2)}pwp + (84)

At
+ rmax (t2 _too) ‘
Dla minimalizacji funkcjonatlu (84) wykorzystamy warunek ekstremum funkc;ji:

oJ,
o,
aJ,

ot
Po zrézniczkowaniu réwnania (84) wzgledem temperatury ¢; w weztach, otrzymamy:

oJ t, —t 1 & 2¢pAr &
atle = kAr(zArlJ[_Nj;rpr - CAPT r;(z(Nltl +N2t2)N1 _(Nltlo +N2Z20)N1)rpwp =0. (86)

(85)

Po przeksztalceniu tego rownania otrzymamy:

oJ, k & depAr < k & AepAr &
=1, —erwp Z:N1 rw, |+, ——erwp— ZNlNzrpwp +
At Ar At o 87)

atl Ar p=l p=1

| 2epAr Zp:(Nltlo + Nty )N,r,w, = 0.

At 5
Analogiczne dla ty:
v, =1 —izprpwp —ﬂsz]Nzrpw Z 4cpArZN2rpr +2ar,,. |+
ot, Ar 0T Ar 5 roT (88)
2epAr &
+ Z(Nltlo +]\/2t20)Nzrpr 2ar,,,t, =0.
At 3
Zapiszmy rownania (87) i (88) w postaci macierzowe;j:
{tl }[Hn le} :{Pl} (89)
t2 H21 H22 P2
gdzie:
k & 2epAr & s
=— D> rw, - Nir w
k 2c,0Ar
Hy = ZZ ZN N,r »Wp
p=
k & 2cpAr &
H, ST X T, D N,N;r,w,
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k np 2 A ﬂp
H, =—erwp— v FZNZerprrZarmax
p=l AT p=1

2cpAr &
B =- A Z(Nltl() +N2t20)N1rpr
T o
2 A np
P, = =P Nyt + Natoy Norw, +2ar, 1,

AT

p=1
W celu otrzymania uktadu réwnan dla catego osrodka nalezy dodawaé¢ do elementow

globalnej macierzy [H gJ odpowiednie elementy lokalnej macierzy wszystkich elementow:

.-,

Przystepujac do budowy macierzy sztywnos$ci dla catego os$rodka nalezy w pierwszej
kolejnosci zmieni¢ indeksy zgodnie z numeracja o numerach stopni swobody catego osrodka. W
tym celu konieczna jest informacja o numerach punktow weztowych, przylegajacych do kazdego z

elementow. Dla elementu numer trzy (rys. 28) informacja taka zakodowana jest w macierzy:

1 ]2
1 [3,303,4
2 4,3 04,4

Dla osrodka przedstawianego na rys. 25 miejsce komponentdéw macierzy trzeciego

elementu pokazano w tabeli 1.

1 2 3 4 5 67 8 9 r

—e—e@e—e—e—e—e =
0 rmax

Rys. 28. Schemat podziatu na elementy ilustrujace globalng i lokalna numeracj¢ weziow.

Tabela 1. Miejsce komponentow macierzy trzeciego elementu

1 12 13 14 |5 16 |7 18 19

O [0 |Q|N [N |~ |W ([N |—
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1.4.3. Przykitad opracowania oprogramowania i obliczen

Rozpatrywane w poprzednim rozdziale zadanie przedstawione jest ponizej w postaci
oprogramowania TEMP1d, napisanej w jezyku FORTRAN 90. Program gltowny stuzy jedynie do
wcezytywania danych do obliczen z pliku DatalnpTemp1d.txt. Wezytywane sa nastgpujace dane:

Rmin - promien minimalny wsadu, m;

Rmax - promien maksymalny wsadu, m;

AlfaAir - wspotezynnik konwekeyjnej wymiany ciepta (W/m? °C);

TempBegin - temperatura poczatkowa, °C;

TempAir - temperatura otoczenia, °C;

TauMax - czas procesu, s;

C - efektywne ciepto wilasciwe, J/(kgOC);

K - wspotezynnik przewodzenia ciepta, W/(m’C);

Ro - gestosé metalu, kg/m’.

Dane do obliczen testowych z pliku DatalnpTemp1d.txt przedstawione sa ponize;j:
kkkkkkkdkkkkkhkkkkkkkkkhkkkkkkkikkkkkkhkkkhkkhhhkkkkkkkkkkkkkikkkkkkkkkkkkkk

0.0 Rmin, m

0.05 Rmax , m

300 AlfaAir, W/m2 K;
100 TempBegin °C;
1200 TempAir °C;
700 C Jl(kg*K);

7800 Ro kg/(m”);

25 K W/(mK)

1800 TauMaxs;

*kkkkkkkkkkkkkkkkkhkkhkkkkhkkkkkkkkkkkkhkkhkkhhhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

Gloéwne obliczenia wykonane sa w podprogramie Temp_1d (rys.29). Ten podprogram
wywotuje podprogram standardowy DLSLTR ktéry rozwiazuje uktad rownan liniowych metoda
eliminacji Gaussa [8].

Po wykonaniu obliczen wyniki zapisane sa w pliku temperat.txt.

Wyniki obliczen rozpatrywanego zadania pokazano na rys. 30.

Przedstawiony program moze zosta¢ wykorzystany do symulacji procesow wymiany ciepta

przy zatozeniu warunkow jednowymiarowej wymiany ciepta.



! TEMP1D.f90

!

Pk k P *
! PROGRAM: TEMP1D

! Autor:

! Milenin Andriy, Copyright, 2004

! Politechnika Czestochowska,
!
!

WIMPIFS
milenin@mim.pcz.czest.pl

! Dane poczatkowe

!

! Rmin - promien minimalny, m

! Rmax - promien maksymalny, m

! AlfaAir - wspoétczynnik konwekcyjnej wymiany ciepta (W/m2 K)
! TempBegin - temperatura poczatkowa, K

! TempAir - temperatura srodowiska, K

! TauMax - czas procesu, s

! C - efektywne ciepto wtasciwe, J/(kg*C)

1 K - wspotczynnik przewodzenia ciepta, W/(mC)
! Ro - gestos¢ metalu, kg/(m3)

!

program TEMP1D

implicit none;

real*8 :: Rmin,Rmax,AlfaAir,TempBegin,TempAir,TauMax;
real*8 :: C,Ro,K;

integer*4 :: nRead;

nRead=217;

OPEN (nRead,FILE="DatalnpTemp1d.txt’)
READ(nRead,*)
READ(nRead,*) Rmin;
READ(nRead,*) Rmax;
READ(nRead,*) AlfaAir;
READ(nRead,*) TempBegin;
READ(nRead,*) TempAir;
READ(nRead,*) C;
READ(nRead,*) Ro;
READ(nRead,*) K;
READ(nRead,*) TauMax;
CLOSE (nRead);

CALL Temp_1d( Rmin,Rmax,AlfaAir,TempBegin,TempAir,C,Ro,K,TauMax );
end program TEMP1D;

SUBROUTINE Temp_1d( Rmin,Rmax,AlfaAir,TempBegin,TempAir,C,Ro,K,TauMax );
use msimsl;

implicit none;

real*8 :: Rmin,Rmax,AlfaAir,TempBegin,TempAir,C,Ro,K,TauMax;
integer 4 :: nh, ne;

real*8 :: dTau,Tau, x,dR,a,Alfa;

real*8  :: E(2),W(2),N1(2),N2(2),r(2),H(2,2),P(2),TempTau(2);
integer*4 ::i,nTau,ie,ip,Np,iTime;

real*8 :: Rp,TpTau;

integer*4 :: nNe,nTime;

integer*4 :: nPrint;

real*8,dimension(:), pointer :: vrtxTemp;

real*8,dimension(:), pointer :: vrtxCoordX;

real*8,dimension(:), pointer :: aC,aD,aE,aB;

nPrint=314;
OPEN (nPrint,FILE="temperat.txt’)
WRITE(nPrint,'(" Time,s tc tpov")');

WRITE(nPrint,'( ));
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nh =21;

ne = nh-1;

Np=2;

a =K/ (C*Ro);

wW(1)=1;

W(2)=1;
E(1)=-0.5773502692;
E(2)= 0.5773502692;
N1(1) = 0.5*( 1-E(1) );
N1(2) = 0.5*%( 1-E(2) );
N2(1) = 0.5*( 1+E(1) );
N2(2) = 0.5%( 1+E(2) );
dR = (Rmax-Rmin)/ne;
dTau = (dR**2)/(0.5*a);
nTime=(TauMax/dTau) + 1;
dTau = TauMax / nTime;

ALLOCATE( vrtxTemp(nh) );
ALLOCATE( vrtxCoordX(nh) );
ALLOCATE( aC(nh) );
ALLOCATE( aD(nh) );
ALLOCATE( aE(nh) );
ALLOCATE( aB(nh) );

! Rozbudowa siatki elementéw skonczonych

x=0;

do i=1,nh
vrtxCoordX(i) = x;
vrtxTemp(i) = TempBegin;
x=x+dR;

end do;

Tau=0;

do iTime =1, nTime
aC=0;
aD=0;
aE=0;
aB=0;

doie =1, ne
r(1) = vrtxCoordX(ie);
r(2) = vrtxCoordX(ie+1);
TempTau(1) = vrtxTemp(ie);
TempTau(2) = vrtxTemp(ie+1);
dR =r(2)-r(1);

Alfa=0;
if (ie==ne) Alfa = AlfaAir;

H=0;
P=0;
do ip=1, Np
Rp = N1(ip)*r(1) + N2(ip)*r(2);
TpTau = N1(ip)*TempTau(1) + N2(ip)*TempTau(2);

! Obliczenie macierzy lokalnej

| AR TR RR S—
H(1,1) = H(1,1) + K*Rp*W(ip)/dR + 2*C*Ro*dR*Rp*W(ip)*N1(ip)**2 /dTau;
H(1,2) = H(1,2) - K*Rp*W(ip)/dR + 2*C*Ro*dR*Rp*W(ip)*N1(ip)*N2(ip)/dTau;
H(2,1) = H(1,2);
H(2,2) = H(2,2) + K*Rp*W(ip)/dR + 2*C*Ro*dR*Rp*W(ip)*N2(ip)**2 /dTau + 2*Alfa*Rmax;
P(1) =P(1) +2*C*Ro*dR*TpTau*Rp*W(ip)*N1(ip)/dTau;
P(2) =P(2) +2*C*Ro*dR*TpTau*Rp*W(ip)*N2(ip)/dTau + 2*Alfa*Rmax*TempAir;
|*hEkkkkkkkkkdkkkkkkikkkhkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkkhkkkkkkkkk

end do;

aD(ie) =aD(ie) + H(1,1);

aD(ie+1) = aD(ie+1) + H(2,2);

aE(ie) =aE(ie) + H(1,2);

aC(ie+1) = aC(ie+1) + H(2,1);
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aB(ie) =aB(ie) +P(1);
aB(ie+1) = aB(ie+1) + P(2);
end do;

CALL DLSLTR (nh, aC, aD, aE, aB)

do i=1,nh
vrtxTemp(i) = aB(i);
end do;

WRITE(nPrint,'(" ",3(" ",F12.2))") Tau,vrtxTemp(1),vrtxTemp(nh);
Tau = Tau + dTau;
end do;

WRITE(nPrint,'(" )) 5
close (nPrint)

DEALLOCATE( vrtxTemp );
DEALLOCATE( vrtxCoordX );
DEALLOCATE( aC );
DEALLOCATE( aD );
DEALLOCATE( aE );
DEALLOCATE( aB );

END SUBROUTINE Temp_1d;

Rys. 29 Listing programy TEMP1d

—
]
=]
]

Temperatura, C
o
[ ]
(o ]

- ‘/ /
e

600 /2
400 / /
/

200
|/

0 1 1 1 1 1 1 1 I
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Czas, s

Rys.30. Wyniki obliczenia procesu nagrzewania wsadu o przekroju okraglym, 1 —

powierzchnia wsadu, 2 — 0$ wsadu.



1.4.4.

Zadania praktyczne
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Zadanie 1. Obliczy¢ globalng macierz uktadu rownan (89) dla siatki elementow, pokazanej

na rys.27. za pomoca programu TEMP1d.

Zatozymy:

Fmax = 0.08 m;
Ar=0.01 m;
AT=150s;

¢ =700 J/(kg*K);
p=7800 kg/m’;
k=25 W/mK,

a =300 W/m* K;
t5=100 °C;

t, =200 °C.

Dla pierwszego elementu macierz H réwna jest:

Miejsce komponentow tej macierzy pokazano w tabeli 2.

Tabela 2. Migjsce komponentdw macierzy pierwszego elementu

1 2
1 28.64 |-21.36
2 -21.36 {35.92

1

2

3

4

5

6

7

8

28.64

-21.36

-21.36

35.92

O| 0| Q| AN | N[ B |[W|DN|—

Dla elementu drugiego macierz H réwna jest:



47

1 2
1 93.20 |-64.08
2 -64.08 |35.91

Komponenty tej macierzy trzeba doda¢ do odpowiednich komponentéw macierzy globalne;j,

jak pokazano w tabeli 3.

Tabela 3. Komponenty macierzy pierwszego i drugiego elementow

1 2 3 4 5 6 7 8 9

1 28.64 |-21.36

2 -21.36 | 35.92+ | -64.08
93.20

-64.08 |35.91

©| | N| o g M| W

Po dodaniu lokalnych macierzy wszystkich elementéw skonczonych do macierzy globalnej

otrzymujemy ja w postaci, przedstawionej w tabeli 4.

Tabela 4. Macierz globalna

1 2 3 4 5 6 7 8 9

28.64 | -21.36

-21.36 | 129.12 | -64.08

-64.08 | 193.68 | -106.80

-106.80 | 387.36 |-149.52

-149.52 | 516.48 | -192.24

-192.24 | 645.60 | -234.96

-234.96 | 774.72 | -277.68
-277.68 | 903.84 | -320.40
‘ -320.40 | 583.84

Jak wida¢ z tabeli 4, w macierzy globalnej niezerowe wyrazy sa potozone tylko w poblizu
przekatnej. Biorac dodatkowo pod uwage, Zze macierz ta jest symetryczna mozna ja zastapic
macierza prostokatna, ktorej ilo$¢ kolumn jest rowna szeroko$ci pasma wyrazoéw niezerowych.

Pozwala to na znaczne zmniejszenie wymaganej pamigci komputera.
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Zadanie 2.

Przerobi¢ program TEMP1d do warunkow brzegowych, zmiennych w czasie.

Zadanie 3.

Przerobi¢ program TEMPld do warunkow zalezno$ci wlasnosci termofizycznych od
temperatury.

C=Co+Cit

k=ko+kt

P=pPotpt.

Zadanie 4.
Obliczy¢ za pomoca programu TEMPIld zmiang temperatury we wsadzie podczas

chlodzenia metalu po wyj$ciu z pieca.
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